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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII” 

ediţia a XII-a, Baia Mare, 25 noiembrie 2017 

 

CLASA a IX-a 

 

 

Subiectul 1.  

a) Fie 𝑀𝑁𝑃𝑄 un paralelogram și punctele 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑁, 𝐶, 𝐷 ∈ 𝑁𝑃 în ordinea 𝐴,𝑀,𝑁, 𝐵 și respectiv 

𝐶,𝑁, 𝑃, 𝐷, astfel încât [𝑀𝐴] ≡ [𝑀𝐵] și [𝐶𝑃] ≡ [𝑃𝐷]. Arătaţi că  

𝑁𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑁𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2 ∙ 𝑁𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

            b) Fie 𝑃 un punct în interiorul triunghiului echilateral 𝐴1𝐴2𝐴3 de centru 𝑂. Notăm cu  𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 

proiecțiile punctului 𝑃 pe laturile triunghiului 𝐴1𝐴2𝐴3. Arătați că: 𝑃𝑃1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝑃2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝑃3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

3

2
∙ 𝑃𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ . 

     

Subiectul 2. Rezolvați în ℝ ecuația 16 ∙ {𝑥}2 − 8𝑥 + 1 = 0, unde prin {𝑎} s-a notat partea fracţionară a 

numărului real 𝑎. 

 

Subiectul 3. Determinați funcţia 𝑓:ℝ → ℝ astfel încât 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 2017𝑥 + 𝑓(𝑦) oricare ar fi 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ∖ ℚ 

 

Subiectul 4. Arătaţi că pentru orice 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ (0,∞) are loc inegalitatea 

3 (
𝑥

𝑦
+

𝑦

𝑧
+

𝑧

𝑥
) ≥

2𝑥 + 𝑦 + 𝑧

𝑦 + 𝑧
+

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧

𝑥 + 𝑧
+

𝑥 + 𝑦 + 2𝑧

𝑥 + 𝑦
+ 3. 

 

 

 

 

 

 

             

 

 

 

 

 

 

Notă:  

 

           1) Timp de lucru 3 h. 

           2) Fiecare subiect se notează cu  puncte de la 0 la 7. 

 

 



 

 

 

COLEGIUL NAŢIONAL 

  „VASILE  LUCACIU”  

          BAIA MARE  

 

___________________________________________________________________________  

_______________________________________________________ 

Baia Mare, str. Culturii, nr. 2, cod poştal 430282 

Telefon şi fax: 0262211943,  mobil secretariat: 0730123630 

Cod fiscal 3825932, e-mail: lucaciu@lucaciu.multinet.ro 

 

 

Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII” 

ediţia a XII-a, Baia Mare, 25 noiembrie 2017 

BAREM DE CORECTARE  CLASA A IX-A 

 

Subiectul 1.  

a) Fie 𝑀𝑁𝑃𝑄 un paralelogram și punctele 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑁, 𝐶, 𝐷 ∈ 𝑁𝑃 în ordinea 𝐴,𝑀,𝑁, 𝐵 și respectiv 

𝐶,𝑁, 𝑃, 𝐷, astfel încât [𝑀𝐴] ≡ [𝑀𝐵] și [𝐶𝑃] ≡ [𝑃𝐷]. Arătaţi că  

𝑁𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑁𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2 ∙ 𝑁𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

            b) Fie 𝑃 un punct în interiorul triunghiului echilateral 𝐴1𝐴2𝐴3 de centru 𝑂. Notăm cu  𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 

proiecțiile punctului 𝑃 pe laturile triunghiului 𝐴1𝐴2𝐴3. Arătați că: 𝑃𝑃1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝑃2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝑃3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

3

2
∙ 𝑃𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ . 

Soluţie: a) Fie 𝑋 ∈ (𝑀𝑁𝑃𝑄). Cum 𝑀 și 𝑃 sunt mijloacele lui 𝐴𝐵 și 𝐶𝐷  ⇒  

  𝑋𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
(𝑋𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑋𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) , 𝑋𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =

1

2
(𝑋𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑋𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)       (1p) 

Luăm 𝑋 ≡ 𝑁  ⇒ 𝑁𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

2
(𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑁𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ), 𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
(𝑁𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )  ⇒ 2(𝑁𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑁𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

𝑁𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  , 𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗  ⇒  𝑁𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑁𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2(𝑁𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 2𝑁𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗  .   (1p) 

        b) Ducem prin 𝑃 paralele la laturile triunghiului şi notăm intersecţiile paralelelor cu laturile 𝐴2𝐴3 

𝐴1𝐴3, respectiv 𝐴1𝐴2 cu M, Q, N, T, respectiv S, R. Avem că 𝑃𝑃1 mediană în triunghiul echilateral 𝑃𝑀𝑄 

⇒ 𝑃𝑃1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ +𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

2
 . Analog 𝑃𝑃2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
𝑃𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑃𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗

2
 , 𝑃𝑃3

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
𝑃𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝑃𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗

2
 .    (3p) 

2(𝑃𝑃1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝑃2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝑃3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = (𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝑃𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑃𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝑃𝑆⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝑃𝐴3

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝐴1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝐴2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐴3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ +

𝑃𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐴1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑃𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐴2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 3𝑃𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 0 ⃗⃗⃗   ⇒ concluzia.     (2p) 

 

  Subiectul 2. . Rezolvați în ℝ ecuația 16 ∙ {𝑥}2 − 8𝑥 + 1 = 0, unde prin {𝑎} s-a notat partea fracţionară a 

numărului real 𝑎. 

 Soluţie: Cum 𝑥 =
1

8
(1 + 16{𝑥}2) ⇒ 𝑥 ∈ [

1

8
,
17

8
)  ⇒ [𝑥] ∈ {0, 1, 2}.           (𝟑𝐩) 

Dacă [𝑥] = 0 ⇒  {𝑥} = 𝑥 ⇒ 16𝑥2 − 8𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 =
1

4
 .            (𝟏𝐩) 

Dacă [𝑥] = 1 ⇒ 𝑥 = 1 + {𝑥}  ⇒ 16{𝑥}2 − 8{𝑥} − 7 = 0 ⇒  {𝑥} =
1+2√2

4
 ⇒ 𝑥 =

5+2√2

4
 sau 

{𝑥} =
1−2√2

4
∉ [0, 1) ⇒ nu avem soluție.      (𝟏, 𝟓𝐩) 

Dacă [𝑥] = 2 ⇒ 𝑥 = 2 + {𝑥}  ⇒ 16{𝑥}2 − 8{𝑥} − 15 = 0 ⇒  {𝑥} =
1±4

4
∉ [0, 1)  ⇒ nu avem 

soluție. 𝑆 = {
1

4
,
5+2√2

4
 } .        (𝟏, 𝟓 𝐩) 
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Subiectul 3. Determinați funcţia 𝑓:ℝ → ℝ astfel încât 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 2017𝑥 + 𝑓(𝑦) oricare ar fi 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ∖ ℚ 

Soluţie: 

Fie 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ∖  ℚ . Trecem 𝑦 → −𝑥 ∈  ℝ ∖  ℚ .     (1p)   

    Avem 𝑓(0) = 2017𝑥 + 𝑓(−𝑥), trecem 𝑥 → −𝑥 ∈  ℝ ∖  ℚ ⇒ 𝑓(𝑥) = 2017𝑥 + 𝑓(0)  (2p) 

    Notăm 𝑓(0) = 𝑎 ∈ ℝ  

    Avem 𝑓(𝑥) = 2017𝑥 + 𝑎 , ∀ 𝑥 ∈ ℝ ∖  ℚ  .      (1p) 

    Fie 𝑡 ∈ ℚ și 𝑥 ∈  ℝ ∖  ℚ . Trecem 𝑦 → 𝑡 − 𝑥 ∈  ℝ ∖  ℚ  în relația din enunț.  (2p) 

    Atunci 𝑓(𝑡) = 2017𝑥 + 𝑓(𝑡 − 𝑥) = 2017𝑥 + 2017(𝑡 − 𝑥) + 𝑎 = 2017𝑡 + 𝑎 ∀𝑡 ∈ ℚ. 

    Deci 𝑓(𝑥) = 2017𝑥 + 𝑎 , ∀ 𝑥 ∈  ℝ.       (1p) 

 

Subiectul 4. Arătaţi că pentru orice 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ (0,∞) are loc inegalitatea 

3 (
𝑥

𝑦
+

𝑦

𝑧
+

𝑧

𝑥
) ≥

2𝑥 + 𝑦 + 𝑧

𝑦 + 𝑧
+

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧

𝑥 + 𝑧
+

𝑥 + 𝑦 + 2𝑧

𝑥 + 𝑦
+ 3. 

Soluţie: 

Inegalitatea din enunț se rescrie:  

3 (
𝑥

𝑦
+

𝑦

𝑧
+

𝑧

𝑥
) ≥

𝑦+𝑧

𝑥+𝑦
+

𝑥+𝑦

𝑦+𝑧
+

𝑥+𝑧

𝑦+𝑥
+

𝑦+𝑥

𝑥+𝑧
+

𝑧+𝑥

𝑦+𝑧
+

𝑦+𝑧

𝑧+𝑥
+ 3.    (2p) 

       Arătăm că 
𝑥

𝑦
+

𝑦

𝑧
+

𝑧

𝑥
≥

𝑦+𝑧

𝑥+𝑦
+

𝑥+𝑦

𝑦+𝑧
+ 1 adică 

𝑥

𝑦
+

𝑦

𝑧
+

𝑧

𝑥
+

𝑦2

𝑦2
≥

𝑦+𝑧

𝑥+𝑦
+

𝑥+𝑦

𝑦+𝑧
+ 2.  (2p) 

      Avem 
𝑥

𝑦
+

𝑦

𝑧
+

𝑧

𝑥
+

𝑦2

𝑦2 =
𝑥2

𝑥𝑦
+

𝑦2

𝑦𝑧
+

𝑧2

𝑥𝑧
+

𝑦2

𝑦2  ≥
(𝑥+2𝑦+𝑧)2

𝑥𝑦+𝑦𝑧+𝑧𝑥+𝑦2 =
(𝑥+2𝑦+𝑧)2

(𝑥+𝑦)(𝑦+𝑧)
=

𝑦+𝑧

𝑥+𝑦
+

𝑥+𝑦

𝑦+𝑧
+ 2       (2p) 

      Analog celelalte două inegalități și prin însumarea lor rezultă cerința.    (1p) 

 

 

 

 

 

 


